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THEORIE 
d'une nouvelle fonction transcendante. 



CHAUT&E FKEUIEÂ, 



Sur lis motbms m fbrrctiomsr xhcors lb calcul ninaRAL. 



I* Tonte difiSrentielle, qai ne renfèrtileqii'iiiieteule variable» peut érre intégrée» 
pu par une expression algébrique finie, ou par une série infinie. Une fonction que 
l'on ne peut pas exprimer autrement que par une suite infinie, est nommée fonc- 
tion transcendante. II s'ensuit donc qu'une différentielle, qui appartient à une fonc* 
tkm trinscendante > ne peut s'intégrer que par une suite infinie. Uais les suites 
infimes ont Mnconvénienr àt tfécre ordimiremeat convetgentes que pour de cet* 
tiines vslears de le vtriablef et pour les ancres elles ne seine d'tncun nssge; oe 
qni Ait que plusieurs problèmes sont irrésolubies. Il serait donc sans doute d'un 
tris-g;cend imérèc> si j'on ponvtit éviter les suites infinies dsns le calcul intégraL 

S. Lorsque le calcul intégral Ibt inventé» les tables de logarithmes et celles 
des Ibnetions trigonoméfriqnes étaient déji calculées i un lont antre usage. Hais 

on s'apperçit bientôt» que ces tables étaient d'une irés- grande utilité dans le calcul 
intégral , et que sans elles on ne saurait intégrer que fort peu de différentielles. Com- 
ment par exemple serait- il possible» sans le secours des tables de logarithmes» d^ 

ix 

dérerrainer l'intégral / prise depuis x nul jusqu'à x égal â un nombre consi* 

dérablement grand? Ce problème, â présent si facile, serait un des plus difficiles 
.que l'analyse nous présente ; et il en serait de même de lonies les intégrales qui 
dépendent des logarithmes et des arcs de cexde. 

I 
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En considérant bien cctre matière, on voit que la grande facilité, que les 
tables logarithmiques et rrigonomctriques donnent au calcul intégral, vient de ce 
que ces tables renferment, toutes calculées, les séries par lesquelles il faudrait cxpri' 
mer les intégrales qui s'y rapportent. Or an lieu de développer, par exemple, 

l'intégrale - dans une suite infinie, on n'a qu'à faire /■^^ = V (i+x) \ étant 

l+X i-tx ** 

sûr qu'on trouvera la valeur de cette fooctioa dans les cables de logariibines» quel 

que soit je, ■ 

C'est le ha2ard qui nom a donné cet expédient» il 6at suivre la route qiiil 
nous a indiquée, il faut réduire encore plusieurs fonctions transcendantes en tables, 
pour multiplier les moyens d'intégrer. En effet, après les travaux de tant des grands 
Gcomèires, on ne peut guère espérer, qu'avec les moyens que nous possédons» 
le caicul intcgral soie encore porté à une perfection beaucoup plus grande. 

t 

3. Différens obstacles s'opposent â r»écuiion de nos idées. Ces tables se* 
ront beaucoup plus difficiles â calculer que celles des fonctions logarithmiques et tri- 
gonométriques; parceque celles-ci ont de certaines relations qui facilitent beaucoup 
la construction des tables, et qu'on ne retrouve pas dans les autres fonctions trans< 
cendantes. Par exemple, quand on a calculé les logaritiNiMa de deux nombres , on i 
•nssiiAc celui du produit de ces aomlires : avantage dootles autres Ibnciions sont privées. 
D'aiNeurs il esc évident qoe» û Ifoa voulait parvenir i éviter entièrement les séries 
infinies dans le calcul intégral, il faudrait une infinité de tables; te nombre des fonc- 
tions transcendantes étant infiniment grand. Comme cela ne se peut pas, il faut se 
contenter de ne mettre en tables que celles des ibnctioos transcendantes que la pra* 
tique nous offre le plus souvent. 

4» Quand on a la cable d une certaine foncriont la même table servira i évi- 
ter les séries infinies dans toutes les intégrales qu'on peut y ramener. Par exemple» ^ 

pour éviter les séries infinies dans l'intégrale /^^^^^^i il n^est pas nécessaire de 

construire une, table pour chaque; valeur de parcequ'on peut ramener cette intég* 

i X 

raie à n intégrales algébriques et à une de la forme / y f— transcen- 
dantes ce tfest donc que pour la dernière qu'il £int une table. 
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La rldncdoo des intégrales composées aux intégrales simples étant une des 
parties les plus impomnies da cakul ioi^nl) il né sert pat inutile d'en donner ici 
on théorème génénL 

Si PoQ a Koiégrale/^^Ti Fx. A, o& Fx etfx wnt des.lbneiioos fnd- 
conqnes de jr, et si l'on fAxfix Fx= on a» ,conune on sidc: 

. ^ fix* Fx. fx = u. fx /m d, /r. 

Soit mtintenant s une fonction arbitraire de 4r et des consiantei» on aura de nlnie; 

Fx 

parceque Fx = — • /, 

/Jx, Fx, = tu —/il dss 
OÙ ar —J^* F'» Soit ds = tJxt et s* nne nouvelle fonction arbitraire de x tt' 
des constantest on aura» par le niÂme procédé» 

/dx Fx, sssu-^ fa'* +/e'i (l'a)} 

où M* =/— En faisant de nouveau d. (,s*z) = a' dx, et contiau|Qt de cette 
manière, on aura gcncralemcnt: 

/dx, Fx = su — s'u'z + — . . . . ± «"«"-i ^fu^d. Cf''»"->)i 

-A . — ^ ' # (*'g) « (*"«*) 

et «=/VVx, «' = /--|î. ^ = 

tf g't ^ ate, étant des fonctions arbitraires de 4r et des constantes. 

Sdon qo/'on fidt ks atltiirdres x', i^' etc. on powra tro^ver, au moyen 
de ce théorème,' nne infinité d'expressions, pins ou moins compliquées et plus ou 
moins praticables, pour chaque btégfai.e. Ce théorème est d'ailleurs la série d'hi- 
tégration la plus générale : celle de Bemoulli et les deux de Taylor (Mttiodiis i»- 
trmoifnmy pag. 38 j n'en sont que des cas particuliers. 

5» Maintenant noos alloua exposer la médiode par laquelle des tables, tel- 
les que nous venons de les proposer, se peuvent calculer. On aait, qu'une 

rentielle appartenante â une fonction transcendante, ne peut être inr<îgrée autrement 
que par une série io£me. Mais pas le théorème du numéro précédent, ou par 
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qudqtie tntre méthode, it sera presque lonjonrs possible- d'opienir ponr k même 

ini^rale deux séri&s, dooc l'une est ordonnée par rapport mx. puissances tsceo- 
dames de la variable» ou d'une fonction de la variable, et l'autre par rapport iux^ni^ 
sances descendantes de la mâme grandeur. Ces deux séries auront, par conséquent, 
l'avantage que l'une est convergente pour la m^me valeur de la variable qui rend 
l'autre divergente. Entre ces séries il y aura souvent une constante relative , c'est* 
â'dire, il faudra ^jonier une constante à l'une pour qu'elle coiudde avec. Feutre j 4 
valeurs ^^sles de la variable: ec cette contante sera i déterminer par des méthodes 
particulières. II peut arriver qu'il reste encore une partie de la table â dresser, pour 
laquelle on ne sait pas trouver une série praticable. En ce cas il n'y a pas d'autre 
moyen que^ de calculer la table sur les séries convergentes aussi loin que possible} 
et) en partant de ce point} de la continuer moyennant le théorème de Taylor. 

Pour expliquer ce que je viens de dire, prcnnons pour exernple une fonc- 
tion connue. Supposons pour cet effet que l'on n'ait pas des tables lrigononlé^ 

ix 

riques, et qu'on veuille réduire en tsbles Hntégrale /j^^> nous appelleroni 

Arc tang. je. En divisant dans la différentielle par i+x* et intégrant, en ania 

Arc tang. x=C + * — l^'+f»» — etc.; 

C étant une constante arbitraire.' Mais cette série n*esc convergente qne qosnd x 
est égal on plus petit que Puniié. Pour en avoir nue antre» suivant ht pnitsancei 
descendances de ir, làisons 

^ f ÎJL — 

La dernière expression nous donnera, après avoir divisé par x + ~ï et intégré, 

Arc. tang. 4P = C — ^ + — +'etc5 

oli C est la constante. i ajouter: et cette série sera convergente dins le cas oh la 
première est divergente. 'Maintenant, ponr déterminer la constsnte relative entre 
ces deux séries, on observera qu'elles sont également convergentes pour xss i. 
En faisant donc jr = t et ôianc b seconde de la première, on aura l'équation 

o = C— C + a (t — I + î — ^ + etc) 
Si l'on ne savait pas la somme de cette série, il Audrait la calculer; mais comme 
on sait que x — 7 + f — $ + etc. = | ir« « étant la demi - cucoofèrence du 
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cercle donc le rtyoo ett hittité, on • ^ C + | | «• ten donc la constante 
relative cherchée et la constant C reste arbitraire. Moyennant les deux séries que 

nous venons de trouver) il serait facile de construire une table pour la fonction 
Arc. rang, r, depuis x nul jusqu'à x infini, et il n'y aurait que la partie où x s'ap. 
proche de l'unité qui serait un peu embarrassante 3 puisqu'en ce cas les séries sont 
fort peu convergentes. Souvent on peut rendre praticables les séries peu conver* 
gcntes, et même divergentes» en let transformant convenablement; ffi Ton fâiti 

dans notre exemple, — = t', i», |-:^ r= i'" «C, 00 t(Foy<z Mém. 

de Péiersb. de l'an. 1782. ) 

Arc. tang. x = j-— ^ ; 

• 1 + eic 

et cette fraction ctmtioiie est encore très convergence lorsque x esc ^g^ 4 Tonlté 
ou on pen plus grand que runitè. Sans cet «pédieoc il aoraic Ma s'approcher, 
autant que possible, de la valeur de ;r = i moyennant les séries, par exemple ju^ ' 
qu'à X = ^, et, en partant de ce point» ae servir du théorème de Taylor pour 

le reste; 

*Cest en génM la méthode par laquelle les fonctiocis transcendantes peu- 
vent être réduites en tables. Dans les cas particuliers on trouvera toujours encore 
d'antres avantages, qoi dépendent de la nacnre de la fonction. 

à. L'intégrale/^, Ix étant le logarithme hyperbolique de 4r, esc une 

de cdies qni exigent préFérablement des tables. Car non seulement on rencontre 
très souvent cette intégrale dans l'analyse spéculative, mais il y a aussi des prob- 
lèmes de physique qui en dépendent. Et ce qui m'a déterminé principalement â 
essayer ma méthode sur cette fonction, c'est que jusqu'ici on n'a pu parvenir i 
se former une idée claire de sa nature. On la croiait au* dessus des forces de notre 
analyse et Mr. de la Place est le seul qni a résolu, dans le nr* 13 du dixième 
livre de la Mécanique céleste, un problème qui s'y rapporte. 
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Euler, en triiamt de cette foncrion dus eei loftîratioos da calcul iotignil 
(Tom. I| an. ziq et 328 )> ■ trouvé la série 

/r: = const. + 1 1 * + 1 * + ^— ^ + _\ ; ^ + etc. 
J*« x*a>a x»a>3*3 

Mais U obierve que de cette série on ne peut rien oondure sur la nature de U fonc* 
lion; parceque la constante ne devient pas réelle par les suppositions que l'intégrale 
doit s'évanouir lorsque r = o, ou lorsque x = i. Malgré cette incertitude qu'il 
avoue, Euler avance qu'il est évident, qu'en supposant cette fonction réelle étant 
plus petit que l'unité > elle serait nécessairement imaginiaire x étant plus grand que 
hinitéj et vice* vwsl* Mais il ne semble que cette condnaion n'est pas juste. Lt 
série qn'Enler « trouvée dévient inu^inairot U est vrai» en y ftisant x plus petit 
que funité; mais cela me parait seulement prouver qu'elle ne s'applique pas â ce 
cas» et qu'il faut en chercher encore lucres. En général} on ne peut jamais dë« 
cider de la nature d'une Fonction par une seule série fnfînie. Je m'explique: si, par 
exemple, on voulait juger de la nature de la fonction Arc. tang. x par la seule série 
* — + — etc. on trouverait que la série est divergente lorsque x est 

plus grand que rnmt& Puis» il est évident qu'une série divergente n'est pas moins 
une expression imsglnaire qu'une autre affectée de V*--*! S on parviendnnt donc à la 
ftnase condnnon que la fonction Arc tang; x est Imaginaire lorsque x est pins 
grand que l'unité. 

VoiM, il mé semble» tout ce qne Ton connait jusqu*i présent de la fonction 
en question, et je ne trouve pas que» qusnt i la fonction en général» on y ait 
ajouré quelque chose depuis Euler. Ressayerai» dans le chspitre suivant, une théorie 
complète de celte fonction» d'après les principes que j*ai établis dans ce premier 
chapitre. 
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CHAfITKB IL 
ThÉORIS D'ES logarithmes INTJàaRADX. 



7. J'appelle Z)o^/ïr;/^OT^ intégra/ h fonction/ l. x étant le loguichmc 
hyperbolique de jr; et je désigne cette fonctioa de la maaiàre suivante * 

de sorte qaei li. x lepréseote notre mt^;rtle> eomme par eieniple 1. » leptSsenie 

fiotégrrie/^. 

Puisqu'il ew diffidle de reconaalne la nature de cette fonction i j'ai d'abord 
recouru à des moyens mécaniques, pour m'en former une idée claire. Actuelle» 
ment je pourrais bien me passer de ce moyen, espérant que l'analyse que je vais 
donner aura toute l'évidence que l'on peut désirer; mais comme ce procédé peut 
servir encore dans d'autres circonstances douteuses, j'en donnerai ici un précis. 

Si l'on consid^ x comme rabtdiae dM ligne courbe et .i- cofflme Por- 

Lit 

donnée qui répond i ^abscia•e x, on sait» per la métiiode des quadratures» qoe 

d X 

f j— représente l'espace entre les coordonnées et la ligne courbe. Soit AB (Voyez 

la figure à la fin de cet ouvrage) la ligne des abscisses. Je divise cette ligne en 
parties égales en o, i , 3 etc., et j'imagine que x commence au point o. J'élève 

sur la ligne les perpendiculaires i C, a A/', 3 M" etc., et je fais i C = 
%W = ^^ ^àfi' = ^ etc. Mais comme les loearithmes des nomlms pins pe> 

tits qne rnntté sont n^atift» les ordonnées depuis o jusqu'à i sont wbuA négatives. 
Si l'on regarde donc les ordonnées an •dessus de comme positives, il faut né. 
■ cessairement que 1^ ordonnées entre e et i soient rapportées an'dcsons de jIB» 



Ed oondittsint enfin les points il/', AfS M"' etc. et o, N'-, 1^* etc.> qae j'avais 
«iori déterminés» il en est résulté h ligpe courbe que l'on voit dans la figure; ~" 

On voit par cette figure, que la ligne courbe • deux branches infinies} une 
positive JC! if M", . . Af * et une négative oN**», N\ La branche négative 

parc du point o de la ligne des absciues, pnfeque s <— o; tourne vers la 

droite CDi qui coupe perpendiculairement la ligne AB ta et la joint au point 
A^> qnc je suppose infiniment éloigné de o: ensorte que la droite CD est llsymp- 
tote de çette brandub La branche positive commence aussi par avoir ta CD pour 
aqwptote» et, après avoir passé par Af^ iff M** etc., die s'approche asymp- 
toiiquement de AB* 

Maintenant comme IL x est rcfirésenté par les epaces entre les coordonnées - 
et la ligne eourbe, de sorte que l'on a, par exemple, \\.\ = o N' \^ il résulte de 

* notre figure que les logarithme; intégraux des nombres négatifs sont impossibles; 
que li. o = 0 ; et que depuis o jusqu'à i tous les logarithmes intégraux sont néga- 
tifs. Les espaces asymptotiques sont dans de certains cas finis dans d'autres ils sont 
infinis j mais il est probable que l'espace o N'^D i est infini, parceque la série 
rapportée daiis le numéro précédent devient — a» lorsque jr =s i ; on aura donc 
li 1 = — oo. Comme la formule dtée redevient finie en y Aisant jt s », il Aut 
que l'espace infini négatif o H^D i soit détruit par un autre espsce infini positif; 
il s'ensuit donc que fespsce asjnnptotique i Ci/'** AT a est aussi infini* 

Il serait inutile de pousser plus loin cette espèce de considérstion> je vais ^ 
donner l'snalyse; 

S. Nous ivons supposé qnet 
Pour réduire celte intégrale en série, faisons 1. = * et nous aurons 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est iMioité. On sait que 

c« ;=!+• + — + -— + etc. 

S*3 X.3.3 
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En fiibctiaiuit cettfi valenr de e* et mcégraotj oo ton 

« i.a.» x.a.3.3 

et metnat L x «a lieo de «> 

IL X = C + ]L« + I.» + + + «C5 (O 

i.a.a i.a.3.3 * X ' 

OÙ C est une constante. Lorsque x est plus petit que l'unité, l.x est négatif et, 
par conséquent, 11. x est imaginaire. La série, que nous venons de trouver, n'est 
donc réelle que quand * est égal è Vanité ou plus grand que PoDité, Ponr evoir 
une entre «ëriei qui puisse nous servir à exprimer lei logîridmies intégnnx des 

nombres plus petits que rnoicéi sniisdRiont ^ pour x; ce gui nous itemûrs 

•'«•I.» 

et> en Aissnt I. x ^ •» 



d'oil Ton tire 



» i.a.a x.3.3.3 

C étant la constinte I tjonter. Cette série devient imaginaire quand x est plus 
petit que Tunité , mais elle est réelle depuis ^ ss o j'usqu'à ^ = r. 

Les deux séries, que nous venons de trouver, ne peuvent coïncider que 
quand x =■ i y parceque dans d'autres cas l'une ou l'autre devient imaginaire; ce 
sera donc à cette valeur de x que nous déterminerons leur constante relative. Sup- 
posons, pour cet effet, x infiniment approché de l'unité. Alors I. x sera infini, 
ment petit, et H condition que les deux séries doivent comdder» nom donnera, 
en diani la seconde de la preraidrei l'éqmiiott 

ess C — C + 1L« — II.4r; 

d'Où Ton condnt, en Aisaot x=i,CsC IlnVi donc point de oonsianii 
relative entre nos deux séries. 



4 
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Par la méthode suivante on trouvert encore deux autres aérid» qui foot| 
«a certtias cM} plu* commodes que les précédentes. Si l'on 6àt 

h loi des coeflidens «te. len 

= î 

etc. 

Gde posé 3 ai multipliiiic p«n/jr et iatégrant» oo ton 

a (1 + jt) = 0" + + * — *-^î> *• + f -^V *« — «Ifc (3) 
Et ai âit) dins Téquacion soppoiéei * a^iif, oo troaven» éprit «voir miiU 

ttplié par <~ ^jr et intégréi 

M. (I — r) = C" + Ix — A^*^ X ^ i — — etc.; (4) 

C" et C" étant les constantes à ajouter. 

Ces deux nouvelles séries ont aussi îa propricré qu'elles ne sont réelles qoe 
lorsque i 4- x est plus grand que l'unité dans la première, et i — x plus petit 
que l'unité dans la seconde; mais comme elles sont également réelles x étant nul, 
nous pouvons déterminer leur constante relative. Pour déterminer cette constante 
ftiative, supposons dfabord x infi&iineiit petit j It eoodition, que la difiStenee de 
deux séries doit être nulle} nous donne 

o = O" — C»" + — 1.*, 
d'où il i^enauir» en âissnt évanouir C" sa O", crest<â*dire» la eonsnnte re. 
laiive esc nulle. 

llâitenant pour déterminer la constante rdaiive entre les séries 0) (s) et 
(0 snlMtitnons i + * pour x dana (t), et nous aurons 

H. ( i + * ) = C + Il ( I + jr ) + I. ( I + ar) + fliiLi + eie; 

Mais en supposant x si petit qu'on puisse négliger fis â^vii deari on aura 
L C I + ^) = ^ (l + = I* ' P" conséquent 

li. (1 + *) = C + Ix + X. 
Dana la même supposition, de x très -petit, la série (3) devient' 

li. (x + *) = C" + 1.* + X. 
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En égalant la difTérence de ces deux expressions â zéro> et faiitat * mât on ton 
= C. Noua avons donc la propriété remarquable» qae 

C = C = 0" = C" : 
Ott qu'il faut ajouter la même constante aux séries (i) (3} (3) (4), et qu'il n'y 
a point de constantdi rdaitves entre ces 

9. Pour déterminer la constante commune à nos quatre séries > reprenons 
l'équation (2) du numéro précédent. Elle devient, en y substituant e' pour 
9 étant le nombre dooc le logarithme hyperbolique est l'unité, 

IL c"* = C + 1.* — * + 7^ + etc. 

i.a.« a>2.3.3 

• Nom tvons vn, dans le t> qM U o = o. En cmsirniAnc ulie table 
pour une intégrale, la constante reste toujoors ariiitraire, et on pourrait, par con- 
séquent, égaler li. o à un nombre quelconque; mais comme le plus naturel est de 
faire li. 0 = 0, ce sera dans cette supposition que nous déiermineroos la coa« 
siaate.C Cala posé, on aura 

C=-l.* + *--fî- + -ii etc.; * 

x.a.a . z.a»3.3 ' 

X étant infiniment grand. On sait qnè 

—s 

I T 1- etc. 

« i.a 1-2.3 

En multipliant ceci par i et intégrant» on aura la somme de la série infinie ' 

X ^ + _^-etc=-/l^. ix', 

i.i.2 1.2.3-3 * 
OÙ l'intégrale commence â x nul. Si l'on substitue cette valeur de la série dans 
l'expression de C» elle deviendra s. 

C= — 1. * — /î=::î- dx-, 

X 

l'intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini. 

Qiand » est un nombre infiniment grand» 00 a» comme 00 penc fen a» 
smef Adlement pir le développement do binôme. 

-jr 
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et partant} si l'on Ait x — * ^ =: « > 

I — S 

Viatég^e étMt piiie depuii « = i jusqu'à s =: o. t doit être oui dans le der- 
nier cts j ptrceque» qotnd x est infiniment grand > il Au ■bsdDoient qw x = »f 

(i — — ) devant ô(rc nul. On sait que chaque intégrale, depuis « jusqu'à ù est 

égale i la même intégrale» depuis b jusqu'à a, prise négativement j on a donc aussi 

llntégnle prise clepois nso jasqn'A «=s x. Msemànent» si 1^ diviie par 
X — s ce piend Piniégnle dam les dites limites j on anrt 

/i^i?! rf« = 1 + I + ^ + I + .... + £. 

r — s » 

Dans l X X doit être infiniment grand, et comme nous avons vi» que, dans ce 
cas, = 0} nous avons 

C=i+| + f + |+ 

Notre constante est donc réduite à la sommation de la série harmonique na- 

tnrdie; 

Si m est un nombre quelconque, on a> (Voyez le IVsité dn calcul diffit» 
rentiel par Euler» part. Il, art; 143.) 

OÙ //est une constante, et 4^^'^ — », 4;<« = , <$fs> = etc.; 

c'est - à -dire les nombres de BernouUi, et dont on trouve le i^*", les précédeos 

étant donnés» par l'expression suivante: 

^ x>a.3.4 X. 9. 3. 4. 5. 6 ^ •**i,a.3... (I— i) ^ 



cat nn nombre pair. Cela posé : 



11 faut employer le signe + quand est un nombre impair, et — quand 
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Si 1N>D £iic MT = «» ou iofiaimenc gnnd» on a vis3>laiieot 
/f=s I + f + J + I+ ■.• — t»5 

d'où il s'ensuic 

Il ne nous reste donc qu'à déterminer H en nombres. La manière la plas 
naturelle de décenniner H esc de iâirc n = i dans l'expression générale de 

X + î + f + *:'+~; flMÎt oomme It série» qui en résolcei lenit ctop peu eoii* 

vergente» il Ane faire « plas grand qne l'nnité. En Aisint m ss xo» par exemplet 
ec réduisant les dix termes + ** + Àeoune seule fraedon» on anca 

3520 20 soo 40000 0000000 

série qui est très convergente. Moyennant cette expression Euler a calculé la va* 
leur de H avec seize décimales; ec eomrae il m^ fàlhi vérifier le cikul d'Enter» 
je l'ai talcnlé â vingt* deux décimatest ec j'ai trouvé^ 

tf= o»S772 15.66490 1539860^065. 

Cesc donc la consonne qu'il faut ajouter à noa quatre séries du' 8. Le 
nombre H parut déjà si remarquable â Euler> quil en fit l'object d*un mèmoirei 
imprimé dans le volume de ceux de l'Académie de Pétersbourg pour l'année 1781; 
sous le cicre: Dt numéro memmbiHy in summatione progressionis barmonicae natu- 
rnlis occur rente. A cjtie occasion Eu 1er a découvert plusieurs propriétés curieuses 
de ce nombre 3 mais celle, que notts venons de trouver» esc sans douce» ec la plus 
curieuse» et la plus utile. 

10. La série (2) du n«- 8 finit P^r «^'tre convergente, quel que soit x% 
mais dans le cas où x est coosidérablemcnc grand, il faudrait calculer un très grand 
nombre de termes, pour parvenir â des résultats assez approchés: et il en serait 

de même de la série (4). Tachons donc de réduire li» ~ en série ordonnée par 
rapport aux poiasances- descendantes de L 4r. 

Noos avions» dans le vfl- 8* 

^ « * - 1.* 
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Si l'on développa cette intégrale m moyen du diéorême que nom tvons donné deoe 
le n«> 4} on mit} en y ikisant $ = s* :=f" = «"' etc. = Xf 

\ 

' Itisz I-(t-r^ + — ^r^i + etc.) . (î) 

Cette série devenant niUIe x étant infiniment grand» il n^ a pour de conitante i 
ajouter. Le terme génértii ou Jt^* de la série est ^^^'^^^'J ** > comme II est vi- 
able que ce terme devient iafiniment grand, quand s esc infiniment grand, la série 
est une expression imaginaire qtfil te itansfermer pour la rendre réelle et pnti- 
caille. Le seul moyeiii que je connais» d'y parvenir est de réduire la série en 
fraction continne. 

Considérons, pour cet effet, la série plus générale 
I — + » (« + ») f ' — w (a» + »} (jw + a») f ' + etc. 
Si on la suppose ^e à la ftaction continue 

1 

X + 

I -f etc. 

on n'aura qui dftermioer les etc. Cette forme de la fraciioo coo* 

itnue doit être admisiUe; parceque la fraction devient x» f étant nul; et qu'elle 
Ibumit d'aiUeura toutes les puissances de f. 

La manière la plus naturelle de déterminer les e<*'» a<»» e<» etc. par as et s 
sera» de développer la fraction continne dans une série suivant les puissances asceti- 
dantes de f , et de comparer les coefficiens des puissances égales de f dans les 
deux séries. Mais pour développer la fraction continue dans une série» il Aut 
d'abord la réduire en fraction* ordinaires. 
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Les deux premières de ces fractions ordinaires sont» selon qn'oo rirréco 
â 4t«> on â J»>, ^ ^'^,o^ et f^^. ^^^u,^ ; et, en parant de cet deux, 

en peut nonver inttnt qn'oo voudra ptr le procédé suivant; Soit le num£- 
iitenr de la fraction ec iK» son dénominateur, on aura 

et Z)® = i)»-«> + ««f. i>«-«> 

, Il est aisé de voir que, si Ton réduit en série, suivant les puissances de ^, 
la des iractioas ordinaires que l'on a tirées de la fraction continue, on aura 
tous les eoéffideofl de f complets jusqu'au ^ inclusivement. On pourra donc, par 
ce coéfficienr, détenniner tf^-*>, ai^'» etc. étant donnéi» Cela posé; 
en dénotant par la i*M des fractions ordinaires» on aura 

où ii faut frire f nul dans "yj", - j^» ■ etc. après les diffîrentiations. (Voyeï 
Tléorie des Anetions analytiques, par Mr. de la Grange, nOb 45)* Dans cette 

série le coéfficteot de f< est —-— — r-j-r-, et celai - ci comparé an confident de 

* I .a . 3 •• • * . flf* ^ 

f < dan9 la série â transformer, nous donnera l'équation 

± -{- + .)(- + «)••..(» + M - 1 J .)= î;^^5^< • 

Le signe + a lieu lorsque i est on nombre pair, et — lorsque i est un nombre im- 
pair. Au moyen de cette équation 00 peut dcierminer ensorte que l'on cire 

Ji* de — Si = -j^, de ai (ai +«) se ^^^^^^ etft ; ce qui donnera 

=: m = n 

«<«>ssas+»iv «<9s3« 
cte. 
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En substituant vakors de « etc. dans U (rtcttoo coatutte>. nous 
auront enfio 

i^mf +• f » (»+«)(«+«») f • +etc =_!_ 

i+etfr 

Enlef I rëtdia le j^cmier ce problème utile, mais par une tonte antre mé- 
thode que celle que nous avons employée. (Voyez Mém. de Pétersb. de l*an. 1784)1 

Mr. de la Place a donné aussi, dans le dixième livre de la Mécanique céleste) 
une très belle méthode p<>ur réduire les séries en fractions continues. Il aurait été 
facile d'appliquer cette roétifode â notre série (5) ; mais comme l'ouvrage de Mr. 
de la Place est entre les naiins de tous les Géomètres } je n'ai pas cru rendre ser- 
vice ê mes lecteurs en la rapportant icL 

Quoique Euler ait montré comment tirer parti des séries divergentes, on 
n'a fait) que je sacbC) aucun usage de sa méthode dans le calcul intégral, où 1 on 
NQGOiine très souvent cette espèce de séries; et Mr. de la Place a employé le pre- 
mier ce procédé. Cette remarque de Mr. de la Place est nue de celles qui pa* 
laissent si naturelles dés qu'elles sont faites; mais» peut-Stre que sans elle, je D'an- 

dx ' 

lais pu sa déterariner Fintégrale / • 

IX* Qgaod x est considérablement grand, la série (i) da no. 8 devient 
nêl peu convergente; il serait donc à souhaiter qu'on eut aussi pour ce eu «ne 

slti« suivant les pnîMances descendantes de x. Si Foo subsiime au lieu de ^dans 

(s), on K 

»• * = Ï5 l ' + Ci + (ûip + + «onstaate. 
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MtM It contMote devient infinimenr grande» et pir conséquent It série n'en d'en- 
can usage. Il me paraît d'ailleurs peu probable qu'une telle série soit pOMÎble; Cfer 

une série, suivant les puissances descendantes de .r, doit ùtrç nulle, par sa nature» 
lorsque X est infiniment grand; et comme il est visible que li. oo = oo> il fkn- 
idrait toujours ajouter à cette série une constant infininnent grande. 

Dans le cas donc, oit x est très grand, je ne connais d'autre moyen, de 
continuer la table, que le théorème de Tayior. Par ce théorème oa a, lia étant 
donné, 

li. + B. « + j-j + + x.a.a.da' + ^ 

Mais les difi(rences \± , ]± eta deviendraient tellement compliquées que, 

da da* 

non seulement on ne saurait apperccvoir la loi qu'elles suivent, mais que le calcul 
sur cette série en serait extrêmement pénible, V^oici un autre théorème, plus 
général que celui de Tayior, et qui n'aura pas cet inconvénient. 

12. Soit F Qa + x^ une fonction quelconque de ^ + que nous nous 
proposons de développer dans une série, ordoun^ar rapport aux puissances d'une 
fonction arbitraire de jr. 

Supposons, pour cet effet, 

Jf (tf + *) = ^ + # ^ + * » C + *» + eic5 

où St C etc. sont des consiiotes qd ne dépendent qne de «, et « nne finic- 
lion arbitraire de jr; avec cette cmidition seulement, que t disparaisse lorsque x 

est nul. Pour exprimer mieux cette propriété de s faisons s = f(fi-\-x) — /«, 
où / signifie une fonction arbitraire. Cette valeur de s nous donnera, en ne fai- 
sant varier que x% 

On a encore, comme on sait, 

3 

I 

/ 
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Cela poti; Il condition» que f=o lorsque jr=o, nous donne d'abord A= Fn- 
Maintenant si l'on prend les différences de l'équatioa Suppo»é«> pariapponàx, 
on 84 après avoir substitué la valeur de Âs^ 

d'où l'on tire> en disant x nul» 

£b dUBitneitQt eneoN, rdiiiveaient A x, on «m 

- '/J^l'^^^ ' = a C + 2. 3 * ^ + 3. 4 '* £ + «c; 
ce gm donnes en âiiant x nnl» 

j d Fa 

En suivant ce procédé, et faisant pour abréger 

on aura généralement 

F (tf + *) = F« + * »' + «" + ï;^ »"' + etc. 

Comme dans ce théorème fa est une fonciion arbitraire, on peut toujours ]*adôp< 
ter de manière que les vdenrs de «' z*' z'" etc. suivent une loi ample. En fai- 
sant /(« + s « + « et /tf = «, notre théorème se rédnit i cdd de Taylofi 
qui, psr conséquents o*en est qtfun cas particulier. 

t \ On ponmit tirer de ce diéoréme qodqnes corollsires ssaez intéreaaana; mais 

1 1 ib secsicnt étrangers â mon bat principal» dont je ne venx pas me détonmer ici* 

Appliquons ce théorème aux logarithmes intégraux. ' Nous avons F(a + x) 

d a da* 

= Il + par conséquent i F* = jj^, d'Fa = — etc. Par 
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ces denx difiërences il est tiié de voiri qne les vsleart de s", n,*" ece. devien- 
^dxont les pins régulières si i*oo Ikit /« s 1. a. De cette muiiirè nous sôfoiit 

•'«n» <l7F' (io» 

et pat conséqtteoc 

(i. Ci + -) 1* • - 



{i.(« + 7) } - ^ { 4 - 4 (1, + 4,3 (j. «)a - 4.3.a U + 4-34.1 i 

+ etc. 
Mii« en observant quCi 

et faisant 1. (1 + 7) = Jf, « puis 
A" — 1 

^^''s % A'** + (!.«)• 
etc. I 

on peut donner â l'expression précédente I» ferme snivsnte 



un 



■ »• 
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Cette série sera très convergente, quand j est une petite fraction^ parceque dans 
ce CM jr = L ( I + ^> eit tris petit 

13. On sait que de cenaines relations ont lactlité beaucoup It construc» 
doo des cables de logarithinca. En récusait donc une noavdle fbueàom m nUeSt 
U est iiicéresitntde Mvoir ti cettefblictiODedesrebtioiwonilOik Voîd nue mé- 
thode pour finie celte teclierche. 

En éliminant bien h choie» on tmimt que cette recherche se réduit su 
principe suivent: 

,)Si la fi»nctioii Fx^ où Fx est une ibnction quelconque de a 
»ane relation, il y enn une certaine fyaaSoa/x qui, aubitiniée éûu/éx.Fx 
nponr Xf ne changera pu la forme de 11ntég;rale.M 

Afaili, si l'on Ait 

/dx,Fx^F*Xt 

SL fiiQt qne 

où ^ et C sont des grandeurs constantes. Cela posé. De la dernière éqosiîon on 
tire» par la difiërentiatioa» 

C'est donc l'équation de condition à laquelle il faut satisfaire. Ou, pour m'ex- 
primer autrement, si une relation entre /jr et x dua/ dx Fx doit exister» il 
faut que/jr soit telle quç l'expression 

FÇfx} ^ dfx 
' 'fx " âx 



devienne constante j et alors on aura la relation 

F'(/x^=:BF'x + C 
Edaircisaoïis ceci par quelques eiemplesi 
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I. Exemple. Soit Fx = 1-, et F' jr = Ix, oa turt l'équtioa de cooditioa 

X d fx _ n . 

et h rdatioB 

n est aisé d« voir, qae l'on satisfera à l'équation de eoodiiioii en tuaÊBt/x as 
ou fx = X», Or dans ]e dernier cas, par exempte, on trouvera B =s 9^ cc« 
en iuppoeant que Ja ^Bociion 1. x disparaisse lorsque ;r = x> oa aura 

lx» = nl*; 

tdaiioo conmie des logatitliaiea» 

2. Exemple. Soit Fx = ^ ' et F' x = Arc. ttng. l'équttioa gé- 
nérale de cooditioa se cbaogert en celle-ci 

» + . dfx _ - • 

et on aort k relation ^ ' 

Are. rang. fxt= B Are. tang. x^C. 

On trouvera facilement qu'on peut satisfaire à l'équation de condition en faisant 

= Cette valeur defx nons donoera £=s-i^ et» par conséqueoti la 

rdaiioa 

Arc. tang. ^ ss C » Are. nog. x. 

Si nous fiiisont Arc tang. x = ^, nous tnroos x = tang. ^ En tuliatitinnt cette 
valeur de x dans la idaiion) et supposant Arc tang. z conna» on ann 

gji-^ = ttng. (2 Arc. ttng. t - 

3. Exemple. Soit Fx==^ y. (1 — > = Arc cos. *, l'équation 
de condition sert 

V(i -(/*)•)• â» 
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et U tebtioa 

Are. coc (fx^ ^ & Arc cos. « + C 
Si nom Atfont ïàfx ss i — . i , nout toron* ^= a ; et cdt donne le rdtcKon 
Arc. cos (a — x) = A Are. cos. x + C. 

La fonction Arc. cos. x doit être nulle lorsque jr = i» nous avons donc C= o. 
Muoteneot) si nons ftisons Ara cof. = ^, le relation trouvée se chengert en 
ceUe>d 

3 cot.*< ^ — X s C0& 2 ^ s 

ce qui est connu. 

De cette manière on pourrait trouver toutes les relations des fonctions tri- 
gonomëtriques ; considérées seulement comme fonctions intégrales» et abatraction 
faite de leurs propriétés géométriques. 

En appliquant cette méthode 1 notre nouvelle fonction» on • Fx s ^ » 
et ^'4r = Jj.jr 3 ce qui donne Féquation de condition 

L » à f X n 

et la relation 

li. fx = B II X + C. . 

Mais je n'ai pu trouver une valeur de /x qui aatisfime i i'équation de condition. 

La tliéorie, que noua avons exposée dans ce chapitre, suffira à rédaire no* 
tre fonction en tables. Je parlerai aa chapiue suivant de» métliodes particulières» 
que j'ai suivies dans le calcul 
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COMSZRVCTIOII XT VSAÛM DES TABLES DE LOOARITHMXS IMTK(2&AUZ. 



14. Rassambloos ici les diffërens rétulttn luxqnels nous sommet par* 
veDiM. désigii4 par It consMiite' décerniiiite dm! le o*. 9» ooot ivom 
les Ibnnales •■ivanies pour calculer les logaritkmei iniégnii& 

+ etc. (a) 

* i.a.a 1.2.3.3 

U. Cl + x-) z= H + ]x + y^<'>* — iA^*>x* + I ^^î>r» — etc. (3) 

U,(i-'x)=zM+lx'^ ^'^x — { Awx* — l-rfWjr» — «te (4) 

En fiiisant = « , on t % * 

IL ~ =5 — ' 

* * !+£ (5) 

1 + 1? 



1 + 



1 + 31 



I + etc. 



où == 1. (i + -^), et 



= X — 1 /î 

A"» = 2 A'" + o^y 

A* =z ^ A"" — 
etc* 
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Les douze premiers coeffideni coottint des sèrietCa) etCO» tveelenn 
logarithmes tabiilaire«> sont; 







i 


log. î ^('> 




o>6i 97887S83-a 








log. 1 ^<»^ 




0,142667504-2 




I 


log. î y^(*> 




0,819361113-3 








log. 1 




0, 57403ïa7-3L 






log. i 




0| 37624776-3 








lo^ f ^«î) 




o>ftio5689->3 








log. f 




0, 06S0251-3 


f 




log. f 




»» 94*975-4 








log ^ 

log. -^^"'^ 




0,831604-4 
O) 7 3 » 2 3 - 4 








log. A.-^'"^ 




0, 64155-4 


4 




0> 0 O I 


16956705 







J = 0, 00087695044 
^ ^ci«s- 0> 00067858493 
A ^<">=s o»ooo53855o6x 
À o, 00043807461 

* 

Pur le procédé, que nom evont indiqué dtns le n*. 10, on tire de It 
fraction continue les fttcdons ordtotires suivintess et que l'on pourrait lîwilement 
continuer encore. 

«C4) — ^ + S? + a?» „j,, _ ï + 8? + 

» + iaj + 3éf» + »4f3 » ~ * + Hr7MH-9«i*+â4F ' 

I + 19g + I oay» + »S4f* + a4f* 
I aof -f* xaof> 4- a40f* + laof* * 



^ 1 + a4f + ' 7 7g' + 4 4 4?^ + a 74y* 

x4*a5f + ao oq' + 60 of' + 60 09^ -\- of' 
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1 + 30^ + 300?^ + iaoo^* + t 2 o oq* + 7aoq' ' 

— » + 35g + 4K^f* + ao«6?^ -h 3708g* + ï764gV ' 

« +3*f + 45«f* +«4oof« + 5400f* -i-43aof« + 7aof« * 

■t,^ ' + 414 + 590?^ + 3648?^ + 943Sg*+ goagy* + yaoT* 

Pour faire usage de ces fractions ordiaairesi il faut les multiplier par — ^ * 
àlois eHes sont alcernacivemenc ploa petites et pins grandes que IL 

15. Pour construire la table de logarithmes intégraux, je me suis servi 
de la méthode suivante. J'ai calculé) sur la formule (2) du numéro précédent, 
li. 0}i â dix décimales j et comme les formules (0 et (a) ne diffèrent que daas 
les tigoes des puissances impaires de Ljt, la même opération m*a donné aussi 
li. 10. En pariant de U. o, i , j*ai calculé» an moyen de la formule (4)» li. o>o9t 
IL 0,08 etc. jusques et compris li. 0 , o 3 . ^.0t03 la fraction connue (5) est déjatiîs 
convergente, et en calculant aussi le II. o, o 3 sur la fraction continue, la com* 
paraison de ces deux résultats m'a servi de vérification pour tout le calcul que 
j'avais fait jusqu'ici. Après avoir achevé cette partie de la table, j'ai calculé, sur 
la formule (2), li. 0,1 > li. 0,3 , li. 0,4 » IL 0,% et li. 0,6. Et puis, pour rem- 
plir lintervdle entre o>x et 0,2 > j'ai déterminé les ooeffidens de (6) en suppo- 
sant « =s o»i 5. Ces coeffidens donnés, j'ai d'abocd Alt ar = — o,of , et» en 
comparant ce résultat avec IL o, i » j*ai obtenu li. 0,15. Pais j'ai fait 4r = o, 05 
ce qui m'a donné li. o,a j et comme ce dernier était déjà connu, j'avais une vé- 
rification pour le calcul des coefficiens de (6). J'ai rempli les intervalles entre 
0,2 et 0,3 ; entre 0,3 « o»4 j entre 0,4 et 0,^ et entre o,ç et 0,6 de la 
même manière. A compter de 0,6 je pouvais faire usage de la formule C4}i 
qui est plus commode que la formule (a); et c*esi sar oekte formule que j'ai cal* 
cttlë Immédiatement tous les logaritlimes intégraux depuis o»6 Jusqu'à i. .j 

Depuis I je me suis servi de la formule (3) jusqu'à 1,4, et depuis i , 4 
joaqtfà 10 de la formule (i). An delà de xo la formule (i) devient trop péoû 
ble» et il me foUaiC déji calculer dix-liulK termci pour avoir U. zo à dis décimales 

4 
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exactes. Je ne sais d'autre moyen, pour -fiondaiier Ici- la table, que la fbrmnle 
(6). La manière dont je l'ai employée est toute analogue à celle dont j'ai rem- 
pli l'intervalle entre o,i et 0,2. C'est-à-dire, j'ai déterminé les coefiiciens en 
faisane ii= 15, et la supposition de :r=: — f m'a doncé un nombre qui, ajouté 
au IL 10 , donnait li. 15. Le li. 1$ étant donné, je pouvais aller avec les mêmes 
codfideas jusqu'à aow La suppoiitioa de « = 30 m'a donné les logvidiRiea in- 
légraux depttia eo jusqu'à 40, ec celle de « 66 m'a donné les logarithmes in* 
tégrani depuis 40 Jusqu'à 80: et ainsi du resie en doublant toujours a 

Je n'ai calculé les logarithmes intégraux encre 20 et 40 que de deux ei| 
deux nombres» et entre 40 et' 80 de dnq en dnq etc. j maia on verra que cette ' 
étendue est suffiaante^ quand je parlerai de Fusag^ de la tablcb 

J^ai terminé ce calcul pénible é xftgo; parcequil me semble qnToo n'auri 
que très rarpment besoin des logarithmes intégraux de nombres plus grands. Si 
l'on voulait continuer la tablOf il faudrait avoir* pour cette contiouatioo, le 

li. 1280 à plus de décimales; parcequ'il est toujours nécessaire de calculer avec plus 
de figures que l'on n'en veut conserver dans la table* Le voici avec sept déci* 
maies, tel que mon calcul me l'avait donné, 

IL 1280 = 217,4076053. 

On voit, par ce qui précède, que ma table est déstituée d'une vérifica- 
tion directe au delà de 10; ce qui est un grand défaut. J'ai pris toutes les pré- 
cautions possibles; mais cepandant on n'est jamais sûr de ne pas se tromper dans 
un si long calcul. Le seul moyen, pent*écre, de se procurer une vérification, 
pour cette partie de^lable» serait de sommer Ja série li. « + 1L2«+ 1L3« 
H- * '* + li. par la méthode qn'Enler é donnée daus son Traité du calcul difr 
fôrendd (pertie 1I> art. 130)3 mais l'application en deviendrait très Mdieusei 

Usa^e de la table de logarithmes intégraux des nombres pins petits fw tuniti, 

l6* ' SiYoa veut chercher le logarithme intégral d'an nombre entre 0,04 
et 0}<S ou 0,7 , on peut faire usage de la méthode ordinaire d'interpolation; et 
en cas, que le calcul avec les trois différence?, qu'on trouve dans la table, ne 
soie pis assez exact, on prendlfa encore la quatrième ditfcrence i vue sur la troi- 
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•iéme. A futige de notre ttbté) où les iaterViUet aonc lonjoun de cendimis, 
oo pent donner A le formule coanne dlnterpolttion le ibrine inivame: 

. ]i.<«+»)^li.«+ieo4r.A'# — ,\ ^ •A*'-^ » . 3 ^A'"— 5 

où A' est la première différence, A" la seconde différence etc.; a le nombre que 
l'on trouve dans la table comme le plus proche du nombre donné tt x l'excès 
positif du oonibie donné sur a 

Exemple. Si l'on vent diercher le logaiitfame intégral qni appartient nt 

nombre 0,240686, on fera /t = o,24 *t jr = 0,0006 86. La table donne 
A' = 7 1 loô I ù," = 308% et A'" = 37. Avec ces données on aura le type 
suivant 

0,IIT^Ç3I =IÎ. 

+ 48774 prem. terme . 
— 6 6 f sec. ter. 
+ » trais, ter. - 

Oiiiao3327 

Depuis o jusqu'à i tous les logarithmes intégraux sont négatifs 3 on a donc» 
à sept décimales) 

11.0,240686=:: — 0,1120333. 

Au lieu de la formule ordinaire d'interpolation, on pourrait aussi se ser- 
vir de la formule (6) du n«- 14, en observant seulement qu'ici 1. a est toujours 
négatif 

Les différences dans la table depuis o jusqu'à 0,04 étant trop grandes pour 
qia'on paisse enterpoler avec succès 9 il Aut calculer immédiatement sur Ja for* 
mole ( f ). * Et poar Adiiter ce cslcal» je douie id diffiireiiKS expressions que 
déduites de h frsction coodniae. 

,•1 I_ . 34 + 1S4'|« + 10» 0*)* -f 19(1*)* + 0*)* 

xix iao + a40*l«4* S90(l«)* +aoCI«}' + * 

4» 
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IL i. = — -î- . '20-^- 1044.1 -f + 272 C ^ )^ + ^90xy !- 

Ces ezprenioiis sont cnciet â sept déctmtlet; It première jusqu'à — = 0» oz> 

X 

la seconde jasqu'à — = o,oz et ia troisième jusqu'à — = 0,04. 

X X 

A Os 6 00 oj 7 les difiCrcnces contnenceot i devenir iràs fortes 1 et elles 
vont flugmenier de muiére qn'tn delà de 0,8 dies ne sont plus d'racaa utige» 

Mais heureusement', nos séries sont extrêmement convergentes pour cette ptitie 

de la table j et depuis 0,6 jusqu'à i on peut employer la série (4) qui est très 
commode. C'est aussi pour ce fréquent usage de ia série (4) que j'ai apposé> 
dans le 141. aux coei&cieos ,<^(*)eic. leurs logaritlimes tabulaires. 

UtéÊgt de ia tM de Ugaritimet iw^mix des noeiAree p&s gromù fw haeitU, 

Si. l*on vent cberclier le logeritlime intégral qui appartient è un nombre 
• entre t et 3» on le càtculera immédiatement sur la série (i); et en cas que le 
nombre soit plus petit que i| 4 > on préférera la série (3). Depuis 3 jusqu'à la 
fin de la table on peut employer la formule (6) pour trouver les logarithmes in- 
tégraux par interpolation. En voici des exemples: 

T. Exemple. Si l'on veut cherdier le logarltlune intégral qui appartient 
an nombre xo»24 » on ^sra dans QSi) êsstio et x =:o,a4. Avec ces données 

on trouvera --^'" = — 1,301585» = »â6 96 73» « + t = 7^» 
s= 0^09371 53 et puis 

. •»>éît99y =lî.« 
+ 10413067 = jr: Lit 

— 53044 pKm. t. de la série 
— 4 7 4 sec. terme. 
^ -«4 trois. terme 

^»s6.94p495 ssE 10,94. 
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Comme id h 8^ dédnnle est Si îl tutt incerttin tll 'Aoi tngnenter It 7**» 
chute nniiéi» ponr avoir ti. io,.a4 me sept décimales exacces. 

s. Exemple. Soit 1 16> 2 le nombre dont on demande le logaridiffle in* . 
tégral. Comme ce nombre esc plus proclié de lao que de ixoi je fsit « = iio 
ec x-sz — 3, 8; ce qui me donne 

^"' = - 3.78749*. -*«'='iT>345î, i + ^ = et 
SB — 0(03217890. Etpuisfai: 

3 4> 3 8 2 8 o 7 = IL^if 

— 793735» = 

— 27107 prem. terme 

+ 4 6 o sec terme * — 

— 5 trois, terme • *•* ' 

3 3* 5 8 6 4 0 7 = IL I itf,a. 

Le problème inverse» c'est- â- dire» trouver le nombre anqne! appartient 
nn logariclime intégral donné, se résout le plus commodément par des approd* 
mations successives; dont voici la méthode; 

Soit as le logarithme intégral donné. Je cherche* moyennant leS tables» 
i* peu - près le nombre auquel il appartient» en prenant aeulemenc la première di^ 

férence. Soir a ce nombre, et « + » soit la première valeur approcliée du nombre 

cherché. Cela posé ; on aura 1» = li. (/i + *)> à-peu-prês. Mais en supposant • 
si petit que l'on en peut négh'ger le carré, 00 a, par la formule du a"- 12 » 
li. (« + •) = li. <ï + • ; la ; d'où il s'ensuit 

« == ^jv — li. I . I<2 ; 

et l'on aura, pour une première valeur approchée du nombre cherclic, <t + «. 
Présentement si l'on substitue cette valeur dans l'expression précédente» on aura 

{« — U. (« + •)}. 1(« 4-*) i 

et la seconde vdenr approchée sera a 4- « 4- Si Ton snbsdnte encore « + • 4^«, 
pour « + •» on aura 

•«=*{w — lî.(«4.*4.<i')}"l(« + « + »0 5 
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«t la troisiéiDe valeur approchée aera « + • + «' + «". En condiniaot de cette ' 
manière jaaqu'â ce qu'on parvieone i une valeor de • que 1*00 penc négttger» on 
aura le nombre cherché « + • + + + etc. 

. Exemple. Soit 33)586407 le logarithme intégral donn& Je voit dans 
la table que le nombre qui apptrtieot à ce logirithme intégral est entre 110 et 

120; je retranche le logarithme intégral de iio de celui de lao, pour avoir la 
première différence que je trouve 2,1077; je retranche encore le logarithme 
jntégral de iio de mon logarithme intégral donné, et j'ai 1,3113; je fais 
2,1077:113113= 10 : a — iio; ce qui me donne enfin a ~ i i 6^22. Main< 
tenant je dierche le logaridime intégral de m dans la tilile, et je trouve U. « = 
3 3tf 906 13» Ce U. « trouvé, j*ai ai — 1L« = — 0,004906 , d'où il srensuit 
•= — o,oaoooi6, et j'ai la première valeor approchée «+«=1x6,1 999984i^ 
Je cherche encore le logarithme intégral de «4* « > et je trouve li. (« 4-«) = 
33>f864o6> d'oiï je tire «'==0,0000047 et « + • + «'=: 116,9000031* 

On voir, par cet eiempl^, qu'on ne peut pas répondre de la sixième dé- 
cimaîe, et que l'on aurait pu se contenter de la première valeur approchées notre 
nombre cherché sera donc xi6,2. 

Dana la table depuis o jusqu'à i on pourrait employer la même méthode 
pour trouver le nombre qui appartient à un logaridime intégral donné; mais il 
est plus commode de tirer ici les approximations successives de la formule ordi- 
naire d'interpolaiioa. Cette formule donnera, dans la supposition de « très -petit, 



m — h. a 


100 (A' — 


1 A" + iA'" — 


etc.) 


m • 


— li. (fl + «) 




100 (A' — 


i A" + i A'" — 


etc.) 


m — 


li. (/? + « + «') 




100 (A' — 


é A" + i A'" — 


etc.) 



etc.; 
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et te nombre çfaerdié sera « + + tte.- Conune te calciil mr oes Ibranilct 
ne difiire pis do précédent» U serut snperfln d'en npporter iu eieoipte. 

Ea M servent des diffiStenies niétiiodet d1nierpoledon« que noas cvons 

indiquées, la table des logarithmes intégraux doniie la fonction /j— pour tous 

les nombres depuis x nul jusqu'à x égal â i2go. Et comme il me semble, qu'il 
" n'y ait que fore peu de cas où U faudrait une plus grande éieodoe à la table j on 
peut regarder cette Ibnctten comme comme» èt y recoorir» dens te calcul laxé' 
gnl| comme on a coAcume de recourir aux logariilimes et ans arcs de cercle. 

Cette fonction supposée connue) je montrerai dans le chapitre quatrième 
et denrîer «on principal u«ig;e dans l'analyse. 



CHAPITRE IV, 



Usage des logarithmes intégraux dans lanalyse. 



17. Pour ce qui regarde Talgoritliffle de te nonvelte fimctioa» on fems^ 
quera avant tout que» 

et par conséquent 

i, ll/r = » 

/x etânt une fonction quelconque de x. 

En dénotant toujours par 1 les logarithmes hyperboliques, et par e le nom 
bre dont le logarithme h>'perbo)ique est l'unité, les intégrales simples» que l'on 
peut ramener aux logarithmes intégraux, sont: 
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3) /'Jl:££=a»», /•2!!!i* = i.ii.«"" , 



bx - 



jr U. 



et les btégrales composées: 

"(!*)• (»-0 (»*)"•• l «-» («-»X»-3) (»-a)(»-3).-i) 



^ (a-i)(»-3).,.l 
» éttnt aa nombre entier et positif» 



m m -n U 



^ étant un nombre entier et pofiti£ 
On 1 oicorc 

5) /dx,)Lx =jrlL* -U.JfS rf*.Il*= ^^.li. ^r-^T^Tj- U.»*+* 
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VoiB les ptiodptiet diâSrendèlles dont llocégruion dépend dés logtridi- 
tnet inrégriux. Les dèmonstracions de ces formules sont ri faciles que je ii*ei 
pes besoîo de les ei^ser i^ij les ibroiiiles 7) ec 8) se crouveot par le théorème 
du a* 4.> 

I8« Pour montrer l'usage des logaritlimes iatégraut dans les problèmes 
de phyrigoOi considérons le nouveoenc d'no corps dans notre amospkire» re^ 
gerdée comme milieu résistant* ~ 

Problème. Un globe du diamètre D et de la densité R soit lancé de bas 
en haut, suivant me ligne droite pcrpeodicttldre I la snperfieïe de la terre» avec 
la vitesse ialdale c : trouver la vitesse v que le g^obe aura à une hauteur de » 
mètres* ^ . 

Si nous désignons par (;) la densité de l'air i la superficie de la terre, 
et par < cdle à la hauteur de ;r mètres» nons tnronSf è It tempéritnre de là 
glace londinte» 



« = co. ; 



f éunt le nombre dont le lo^iihme hyperbolique est hndté. {^Foyez Méca* 
nique céleste Hv. Xs n* 14), Faisons encore» pour abréger» 7963=9 et |^ = r ; 

et noua auront} pour détermfaier le mouvement de notre gfobe» féquation dif* 
ftreniielle 



m 



^•+5 + ri»»# • = 0 i (a) 

où ^ est le pesanteur â la superficie de la terre, ou ^ = 7,i98tf mètres sous 
l'équateur ; et f le tems que le globe met à monter i la hauteur x. La démon- 

stration de cette équation se trouve dans tout traité de mécanique; et pour ce 
qui regarde ia rc&i&tance» j'ai suivi Newton. {^Frincip* phiL aat. lib. proj>.^o). 
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Cda posé. Si nous multiplions notre éqnacioo par </;r , nous aurons 

X 

—• g d X = V d V ■\- r * dx \ (b) 

pirceqa'oa • gtfnënleneot ^ ^^i^'^ — vdv. 

L'équation différentielle (b) n'est pas cofnpiète, mais on la rendra corn- 
pl(^te en la multipliant par une fonction de x que Ton déterminera ainsi : Soie 
'/» cette iboction de It oonditioii que l'éqnaDOo (b) doit être complète, après 
•voir été imiltipliée par /Vr» noiu donne 



d*oà l'on dre /xr = # «En mnltipliut Téquation (b) par .cette vdeur de 
fx ec intégrent} on aon» par 4) da n* 17» 

S X 

— ar«a " a -~ar«« ■ 

2^9. ii. ^ = V. e + constante. (O 

La constante se détermine de manière que v^e lorsque « ss o; ^ il Centoit 

a a — ar»(i — ar«# " — am — ara# 

v = c.e 2gffe . fli. * — H.* j* 

Par cette dernière expression on peut déterminer la vitesse initiale qu'il 
Fat]t donner au globe, pour qu'il atteigne une hauteur donnée 6. Si le globe ne 
doit pas monter plut luut} v = o lorsque x = et cela donne 

a 3 m —a*» — araa" . 

e = %gne , {li.# — li.* j* (d) 

Si l'on ne voulait pas avoir égard à la variation de la densité des condies 
amo^bériqoea» dans les di^reotea liauteurs» il finidrait ûire • infiniment grand 
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dan»^ les exprcMicot précédentes. Dtns ce cas rexprcMion (d) te clunge «n 
celle*d 

coin me 00 trouvera Adlemenc en obeervant qwi loifqne« eer infiaincot gnod, 
on i, par (5) do »• lô, U, i = — — ^ . 

' Appliqoo» cette analyse â oo exenpfe; Soit = 5^009 ce qai soppose qoe 
la pesaoteor spédfiqoe de notre globe soit â • peu • près égafe i celle du fer. Soie 

m/t. 

encore D = o, 25 et ^ = 440 o mètres j ou la hauteur du Mont - blanc. Avec 

ces données on trouvera ar = -rzzt T**"— «.«^.««««m ^T**'** — . 

5600' t = 0)01403939 et # - = 

o>o85 8696a. tables donnent 

. IL o»ot40393a = ~ o,poa74ag 
Il o>o8586962 ^ — 0|Oa644a? ; 

et 00 tara enfin» par h Ibromle QS) 

r== 449,97. 

C'est •i>dire: si le gfobe doit atteindre la bantenr de 4400 mitres, il &ot 
Iid dooner nne vitesse qd le fasse monter 443)97 mètres daoa la première seconde 

décimale de tems. La formule (e) donnerait r=: 510,4. Il s'ensuit donc que, 
si la densité des conches atmosphériques était la même daos tontes les hauteurs, 

mit. 

il faudrait donner au globe une vlcessc initiale de 67 plus grande, pour le faire 
monter â la hauteur de 44:0 mètres. 

On voir par cet exemple qu'il est bien nécessaire d'avoir égard, daos de 
pareilles recherches, â la véritable constitution de l'atmosphère. 
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Si Pwt vcdt àimmSaet h vtmw que le globeim dtot me eertaine haik 
teiir Xy en reionbuic de le heutenr èt oo tarai au lien de réqmtiofi l'éqna- 
lion difiSieniielle 

dix . _ « 

=0 ; 

ce qui revient à faire r négatif dans les expressions précédentes pour les appli* 
quer â ce cas 3 et Téquation (d) en deviendra 

_h_ 

a — 2rii ( ara 3f«# "j 

sr« ar«a" 

Par ce qui précède on a # = 7i>3385a > e = iX)645S6 ; et l'on 

_ A 

trouve par les tablea II e = 23*650387 » li « = 6,354267 > ce qui 

donne r = 16^56. On si notre globe est lancé perpendiculairement en haut 
avec une vtieaae Initiale de 442197 mètres, il retombera auè la superfide de la 
terre avec la vitesse de 165,56 mètres. 

Si Pon voulut résondre le problème en question avec noe 'rigaenr abso* 
lue, il Cadrait aussi aivoir égard A la variadon de la pesanteur. Si nous déno- 
tons par « le demi «diamètre de la terre, la pesanteur dans, une hauteur x sera 

i'^j^r^— ; celle è la superficie de la terre étant g. Mais comme x sera tou» 

jours très -petit vis -â- vis de <», on peut faire, sans erreur sensible, ^« ^^^^^, 8 

g'-ig'^ ' Cette valeur, aubstiiuèe dans les expressions précédentes, changera 

l'équation (c) en celle-ci 

— area " — ar»*" a— ar»»* 

2^ir. li. r — i^./*^4p.# = v«« + constante. 
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— arii< * 

n ftndrait donc pouvoir encore dfterininer Timégralc fx ix.t 



fi* 



Pour It réduire â st forme It pins ^ple» faûons g6nén]enenc 
et nons •lirons 

d'où il t'ensnit que cette intégrale dépend des logariihmet inrégnox et de ta non* 

Il z 

velle transcendante /-j^ • ^s. Une recherche altérienre inr cette intégrale me 

détournerait trop de mon but| qui est seulement de montrer l'usage des loga- 
rithmes intégraox; 

19. Dans le no 13» du dixième livre de la Mécanique céleste* il se trouve 

nn proUéne qui dépend de l'intégrale /Jx, * * i prise depuis 4r ss o jusqu'à 
= I ; < étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Fnniiéi /= ii434S9 

et par conséquent o,%4o6t6, Mr. de la Place rédoit cette intégrale en 
ftaction continue» par une méthode donc nous avons parlé dans notre n» io> ec 

de cette manière il trouve que l'intégrale est à • pau • près ~ : exactitude qui 

était sufKsante au but qu'il avait. Mais les logarithmes intégraux supposés con- 
nus i la formule 3) du n« 17 donnera, en y faisant a = — /, « = m = — i , 

Jâx.t* +>:ii,r« J 

et depuis jr = o jusqu'à ^ = i > 

fàx. e ' = e + / li. * . 

* La table donne IL 7'= « 0,1110333, comme 00 a vu dus le vp; x6, où 
nous avons choisi le nombre 0,240686 C== « ponr exemple d'InterpoIaiioiL 
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Oa troaven donc 

/^jr. r « =0,0810845. 
Un douzième senit 0,08333... 

Les intégrales prises depuis «-=0 jusqu'à x = i ^ Euler a trouvé: 

oft H est le nombre que nous avons déterminé daos le d". 9. (Sur ces intégrales 
Voyez: JVev. mniaf. Atnfi, 7te. XX, et Non. œu Fiânp, Tm. IV.) Mais 
les logarithmes int^niiix admis , rien n*eat plas facile que riçii^catîon génitale 
de CCS diffirencielles^ car 00 • anssicôt» par It ftrpinle i) da n^. 17, 

âtX 

/ (jr» — *«) = li. — IL + « , 

et 

/^'(i;+.-^)=«-' -1.(1-'). 



Pènr déduire de ces aptcsnons générales le cas panicnlier qo'Eoler ■ «onri> 
dêré, il Ant détemnner leurs valeurs lorsque jr=o et lorsque jr = i . Si 4rso, 
les deux expressions sont nulles; mais si .r = i, elles sont indéterminées; par* 
cequ'elles deviennent égales â la différence de deux grandeurs infinies. 11 faudra 
donc déterminer leurs limites quand jr s'approche ioânimeot de l'unité. Daos ce 
cas la série (2) du n». 14 donne 

li. = if + 11 (-)"•+! = i/ + i(«i + o + II. ^ ; 

'd*où Ton tin 

IL ar»-i» — IL = l • 

Dans la même supposition, de x infiniment proche de limitée on s, psr la fi>r^ 
mule (4} du même numéro, 

lL4r=:if + 1 (i — 

et partant 

li. * — 1 (I — *) = ^. 
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Ce que j'ai rapporte dans ce dif^tre «nlSra à prouver l'utilité des loga- 
liihmet intégraux dut Panalyse; Pent-écre que d'autres « plus hibiles que moi, 
te décermiaerooc è ooniiauer et vérifier non •eolemeni me itble de logtrichmes 
iniégniuz} niait â réduire encore d'auircs fonctions transcendantes en taUes; vn 
que c'est le moyen le plua sûr de faciliter le calcul intégral 

n ne sera pas inutile de remarquer encore Ici» que la méthode» donc nons. 
avons Ait «sage dans le n». 9» pour déterminer la constante, peut servir dans 
beaucoup de cas A iionver les valeurs des intégrales déûntes. Pour en donner no 

exemple, prenons l'intégrale / e , dx, prise depuis x nul jusqu'à x infini; dont 
Mr. de la Place a donné, dans le d9, s du dixième livre de la Mécanique cè- 
leste, une analyse très élégante, et qui peut être appliquée dans tous les csa 0& 
il s'agit de trouver la valeur du produit de deux iaiégrales définies. 

«On a» quand 0 esc un nombre infinimcnc graoda r =s (t — — ) S ec» 

si l'on fait i — =b , 

V Ci - » ) 

la nouvelle intégrale étant prise depuia » = o jusqu'à « = i. On aatt que» dans 
ces limites» le produit 

r z^dz %*'V dz ^ ir . 

ar étant la demi -circonférence du cercle dont le rayon est l'unité» et a étanc un 
nombre quelconque. (Voyez Ealeri Âutit, eak. iutigr, Tom. I» art 332). Mais 
dans noire cas» où n esc infinimenc grand» 1 disparate vis-â- vis de ec» par 
conaéquenc» nos deux intégrales sonc identiqnes. Cda donne 

d'où l'on conclut 

/7*' dx = iY'' 
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TABLES 

LOGARITHMES INTÉGRAUX. 



1 
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LogpfitliiiMl imégnux de quelques imiiteei toat cTiib iotérèc panictt- 
lîeri tvec dis Mmiln» 

II. 1,4513692346 = 0 

^ li. o,i=-o, 0313897896 
li. 10 = 6,1655995048 
Ji.*' =-0, 2193839344 
Ht = i>8 9SiX78x64 

ê (wn te nombre dont le logarithne bypeiboliqoe en IWtéb 



* 
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